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Eine Approximation der Lowdinschen natiirlichen Orbitale
fiir Molekiile mit einer Green-Funktion-Methode
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An Approximation of Lowdin’s Natural Orbitals for Molecules with a Green’s Function Method

The many-body-pertubation theorie of the single-particle Green’s function is used to get an
approximate first-order density matrix. Slightly modified SCF-orbitals form the basis for the expan-
sion. The mass-operator in Dyson’s equation is considered up to second order in the pertubation.
In the present form the method is only applicable to ground states with closed shells. The ground
states of the molecules LiH and NH; serve as examples to demonstrate the usefulness of the
directly calculated natural orbitals for application in the C I-method. The natural orbitals give a

much better convergence of the C I-expansion than the SCF-orbitals do.

A. Einleitung

Der grofte Teil der bekannten ab initio-Rechnun-
gen an Molekiilen benutzt das Roothaansche SCF-
Verfahren ' 2 fiir abgeschlossene oder offene Schalen
als ersten Schritt zu einer Berechnung des Grund-
zustandes und eventuell einiger angeregter Zustinde.
Insbesondere dienen die besetzten und unbesetzten
(virtuelle) SCF-Orbitale auch als Basis fiir eine
nachfolgende Rechnung nach der Methode der Kon-
figurationswechselwirkung (CI-Methode). Aus re-
chentechnischen Griinden (zuviele Slater-Determi-
nanten und zu grofle Eigenwertprobleme) ist oft die
Verwendung aller virtuellen SCF-Orbitale in der
CI-Rechnung nicht moglich. Es kann dann nur eine
begrenzte CI-Rechnung durchgefiihrt werden, in der
virtuelle SCF-Orbitale mit hohen Orbitalenergien
unberiicksichtigt bleiben. Bei Verwendung eines
groBeren oder des gesamten Satzes von virtuellen
Orbitalen in der CI-Rechnung ergeben sich oft noch
erhebliche Verbesserungen der absoluten Energien
und auch der Anregungsenergien. Man kann sagen,
daf} die Konvergenz der CI-Entwicklung mit virtuel-
len SCF-Orbitalen im allgemeinen nicht sehr gut ist.
Eine optimale Konvergenz erhilt man bekanntlich
bei Verwendung von Léwdinschen natiirlichen Orbi-
talen3 ¢ (NO’s). Die NO’s y:(g) eines Zustandes
¥, bilden die Basis, in der die exakte Dichtematrix
1. Ordnung R(g, ¢’) dieses Zustandes diagonal ist,
d.h.

R(g: ) = 2 m 2 (q) 2" (q).
Sonderdruckanforderungen an Dr. R. ALBAT, Institut fiir
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Ben, Leihgesterner Weg 108.

(¢ =Orts- und Spinkoordinate, 0 < n; < 1 Beset-
zungszahlen) . Kennt man die NO’s eines Zustandes,
so kann man fiir eine CI-Rechnung NO’s nach den
Besetzungszahlen auswiahlen, denn NO’s mit sehr
kleinen Besetzungszahlen bringen auch nur kleine
Beitrdge zur Wellenfunktion und Energie dieses Zu-
standes. Die NO’s sind jedoch im voraus nicht be-
kannt. Erst aus einer durch eine CI-Rechnung ge-
wonnenen Dichtematrix konnte man angenidherte
NO’s bekommen. Es gibt aber auch Moglichkeiten
zu einer direkten Berechnung der Dichtematrix und
damit der NO’s. Eine storungstheoretische Entwick-
lung der Einteilchen-Green-Funktion gestattet die
Approximation der Dichtematrix. Diese Moglichkeit
wird in der vorliegenden Arbeit fiir Grundzustinde
mit abgeschlossenen Schalen genauer untersucht.
Dieses Verfahren wird bei den Molekiilen LiH und
NH; angewendet. Die Eigenschaften der stérungs-
theoretisch berechneten NO’s werden durch Vergleich
von CI-Rechnungen mit diesen NO’s und mit den
SCF-Orbitalen getestet. Es zeigt sich, da3 die NO’s
sehr gute Konvergenzeigenschaften aufweisen. Eine
Erweiterung des Verfahrens zur Berechnung von
NO’s fiir Zustinde mit offenen Schalen (Grundzu-
stinde und angeregte Zustidnde) ist méglich. Eine
dhnliche Green-Funktion-Methode wurde bisher nur
von REINHARDT und DorL? fiir das He-Atom be-
nutzt. Als weitere direkte Methode zur Approxima-
tion der Dichtematrix wire das RPA-Verfahren
(random phase approximation) zu nennen. Dieses
Verfahren wurde von SiMONs © fiir die Benutzung
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bei Mehrelektronensystemen diskutiert und auf die
Grundzustinde der Atome He, Li und Be angewen-
det.

B. Die Theorie der Einteilchen-Green-Funktion

Die Theorie wird hier nur kurz beschrieben. Eine
genaue Darstellung findet man z. B. bei MiGDAL7,
KirzuniTz® und ABRrikosov ®. Die Einteilchen-
Green-Funktion fiir einen nicht entarteten Grund-
zustand ¥ eines Systems aus N Elektronen ist
[i = (g, 1), t=Zeit]

G(1,2)=(—i) (¥ |T{wa(l) v (2)}|¥). (B1)

Darin sind yg, i die Feldoperatoren in Heisen-
berg-Darstellung, und T ist der iibliche Zeitord-
nungsoperator. Bei zeitunabhéngigem Hamilton-Ope-
rator hdngt G nur von der Zeitdifferenz v = ¢, — ¢, ab.
Geht man zur Fourier-Transformierten G(g, ¢s, €)
von G(qy,q5,7) tber, so existiert die Darstellung
(Spektraldarstellung)

Bn(q) Bn’ B0 (1) Pulas
gt e) = %{ n(@) Pu*(@) | Bu’(@) ﬁ(q_)}

e—AEn+i e+4En—id

(B2)

(6> 0 ist eine beliebig kleine Konstante).

Es ist

D,(q) = .

(Y0|w(@)| PaN+1)), AE,=E,(N+1)-E,,
(B3)

¢n(q) o

(¥ |y*(@)| WalN=1)), AE,—E,(N-1)—E,.

Dabei sind ¥, (N +1) und E,(N +1) beziehungs-
weise ¥, (N—1) und E,(N —1) die Eigenzustinde
und Energien des (V+1)-bzw. (N —1)-Elektronen-
systems. N

Die diskreten Anregungsenergien AE, bzw. — AE,
sind also die Realteile von Polen 1. Ordnung der
Green-Funktion G(qy, ¢, ¢). Die Dichtematrix laft
sich allein durch die @, ausdriicken. Es ist

R(g,¢) = lim (~) (g, ¢,7) = 2 Pu(g) Pulq)-

(B4)
Im folgenden werden die @, stérungstheoretisch ap-
proximiert. Die @, und D, (Ubergangsamplituden)
sind im allgemeinen weder orthogonal noch nor-

miert. Sie konnen daher auch nicht als Einelektro-
nenwellenfunktionen gedeutet werden. Es gibt aber
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Néherungen fiir die Green-Funktion, in denen die
Ubergangsamplituden orthogonal sind (Quasiteil-
chenndherung, z.B. die Hartree-Fock-Approxima-
tion). Zur stérungstheoretischen Entwicklung wird
der Hamilton-Operator H=T +V (T =Einteilchen-
operatoren, V = Teilchenwechselwirkung) in ein un-
gestortes System H| und eine Storung S aufgespal-
tet. Es wird angenommen, daf ein Einteilchenope-
rator F so bekannt ist, daf}

N
Hy=T+F= 3 (i +fa)

ein geeignetes ungestortes System darstellt. Die Sto-
rung ist dann S=V —F. Ist {{x(q)} das vollstin-
dige System von Eigenzustinden des Operators
tg+fq>d. h.

(tg+1o) Cu(q) =ex Cr(q),
so ist fiir einen nicht entarteten Grundzustand von

H, die ungestorte Einteilchen-Green-Funktion in der
Energiedarstellung (Basis sind die ;)

(B5)

R el ne |
e—ep+id  e—ep—id | "

Gowi (8) =0 (B6)
Es ist nz=1, wenn der Zustand k besetzt ist, und
np=0, wenn k unbesetzt ist. Die Entwicklung der
Green-Funktion nach der Storung 1aft sich durch
Feynman-Graphen darstellen. Approximiert man die
Green-Funktion bis zu einer beliebigen endlichen
Ordnung in der Stérung, so sind die Anregungs-
energien 4E, , AE, in dieser Naherung stets die des
ungestorten Systems. Es treten in G lediglich Pole
von hoherer Ordnung auf. Erst wenn Terme bis zu
unendlich hoher Ordnung in der Stérung bertick-
sichtigt werden, verschieben sich die Anregungs-
energien und man erhéalt die richtige Polstruktur.
Die Beriicksichtigung von Termen bis zu unendlich
hoher Ordnung in der Stérung ist mit Hilfe der
Dysonschen Gleichung moglich. Diese ist in der
Energiedarstellung

Gri(e) =Gori(e) + Z Gorm (&) My (e) Gu(e). (B7)

Benutzt man eine Approximation der Matrix M (&)
(Massenoperator) bis zu einer endlichen Ordnung
in der Storung, so ergibt die Losung von (B 7) eine
Green-Funktion mit Termen bis zu unendlich hoher
Ordnung. Fiir die Ubergangsamplituden @, lassen
sich mit Hilfe von (B 2), (B6) und (B7) Gleichun-
gen ableiten. Diese sind mit cf = (£, @;) gegeben
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durch
;{8k5k1+Mkz(—AEn)}Cln = —4dE,ck, (B8)

" AMpi(s) )
L =1,
% Cn ( kl 3¢ c= - 4E, &l 1

Gleichung (B 8) ist eine Pseudoeigenwertgleichung
(—4E, steht auch in M). Thre Losungen ergeben
die 4E, und die @,, diese aber nur bis auf einen
Faktor. Dieser Faktor wird durch die Normierungs-
bedingung (B 9) festgelegt.

Der Massenoperator ergibt sich in 1. und 2. Ord-
nung der Storung zu (e+¢&,+¢&, —&,)

My (e) = (k[Wq_fqllL
+a§ &i%tilz (o] Wq"fa!@)

&,
' {no(l _na) "'nu(l _np)}
L3 Seelviine|Vioe)

felfewe Et+&—8&—&
“{n,n,(1-n,) +n,(1-n,)(1—n,)}.
Es ist darin

(ko|V|oly=(ko|V|ol)—(ko|V¥|lo)

(B9)

(B10)

und (k| W,—fo|l)=/[dqlk (q) (Wo—fg) Cilq),
(ke|V]al)
= [dq,dgs L (g4) &2 (g2) . £s(q1) Ci(ga).

T12

Der Operator

N . 1 N
Wa,= 2 [ dgani(ge) o (L=Py5) 1z(q2) = 2 W
k=1 12 k=1

ist der Hartree-Fock-Operator (HF), und die 73
sind die besetzten HF-Orbitale. Wihlt man also fiir
/o die HF-Approximation (fo=W,), so verschwin-
den die beiden ersten Terme in (B 10). Man sieht,
dal man den Massenoperator mindestens bis zur
2. Ordnung beriicksichtigen muf}, um iiber die HF-
Approximation hinauszukommen.

C. Die Methode zur Approximation
der Dichtematrix

Es muf} ein geeigneter Operator f, fiir das un-
gestorte System gewdahlt werden. Dazu bietet sich
zunichst der HF-Operator W, an. Ein grofler Teil
der Elekironenwechselwirkung wére dann in H; be-
riicksichtigt. Es wird hier aber ein etwas modifizier-
ter Operator verwendet. Dieser ist

tg+fo=0Q(t+Wy) Q+ (1-0Q) (2, +2Z,) (1-Q).
CDH
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Dabei ist Q der Projektionsoperator auf den Raum
der besetzten HF-Orbitale. Fiir den Operator Z,
wird

Bl

N
— > Wi (C2)

7 N-n Wk
L 121 R k=N-n+1

genommen (n = Anzahl der Elektronen in der ober-
sten besetzten Schale). Man kann sich vorstellen,
daf} Z, aus W, entsteht, wenn ein Elektron aus der
obersten besetzten Schale entfernt wird und die rest-
lichen (n—1) Elektronen iiber diese Schale ver-
schmiert sind. Durch diese Wahl von f, wird er-
reicht, daf} sich ein Elektron in jedem Orbital stets
im Feld von (N —1) Elektronen bewegt und ¢, + f,
wieder totalsymmetrisch ist. Man erhalt so auch ge-
bundene unbesetzte Orbitale. Der HF-Operator da-
gegen liefert im allgemeinen nur ungebundene un-
besetzte Orbitale. Der Operator f, wird deshalb fiir
die storungstheoretische Entwicklung geeigneter sein
als W,19712, Die Eigenzustinde (modifizierte HF-
Orbitale, MHF’s) und Energien von ¢, + f, sind fir
die besetzten Orbitale gleich denen von ¢, + W, . Die
unbesetzten Orbitale erhélt man durch Diagonalisie-
rung der Matrix (9]¢, +f,|7;) im Raum der un-
besetzten HF-Orbitale. Bei Verwendung dieses f,
verschwindet im Massenoperator (B 10) der 2. Term.

Zur Losung der Pseudoeigenwertgleichung (B 8)
wird ein Iterationsverfahren verwendet. Es sei eine
Niherung AE) fiir ein AE, bekannt. Damit wird
M, (— AED) berechnet, und die entstehende normale
Eigenwertgleichung wird gelost. Aus den sich er-
gebenden Eigenwerten wird ein passender ausge-
wihlt, im allgemeinen der, welcher am dichtesten an
AE) liegt. Mit dieser neuen Niherung wird wieder
die Matrix M berechnet, usw. Geeignete Ausgangs-
energien fiir die Iteration koénnen aus den Anre-
gungsenergien des ungestorten Systems gewonnen
werden. Dies ist moglich, weil man hier annehmen
kann, daB die exakten Zustinde des (/N —1)-Elek-
tronensystems beim adiabatischen Ausschalten der
Storung in die Zustinde des ungestorten Systems
ibergehen. Die Anregungsenergien des ungestorten
Systems AEJ sind 4E? = — ¢, mit » besetzt (1-Loch-
zustand), sowie AER,, = &, — ¢, — ¢, mit u, v besetzt
und % unbesetzt [2-Loch-1-Teilchenzustand (k u v)].
Dazu kommen Zustinde mit héheren Anregungen.
In der hier benutzten Néherung fiir den Massen-
operator konnen nur Zustinde, die sich beim Ein-
schalten der Stérung aus den ungestérten 1-Loch-
zustinden und 2-Loch-1-Teilchenzustinden entwik-
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keln, Losungen von (B 8) sein. Hohere Anregungen
tragen hochstens erst in 3. Ordnung der Storung zur
Green-Funktion bei. Dies sieht man aus der Dyson-
schen Gleichung, wenn diese durch Iteration gelGst
wird. Nach dem ersten Schritt erhilt man

Gl(e) =Gy(e) +Gy(e) M(e) Gy(e).

Aus (B6) und (B10) ergibt sich, dal G'(¢) nur
Pole bei ¢=¢, und e=¢,+¢,— ¢, hat, die Zustin-
den AE, entsprechen. Bei vollstindiger Losung der
Dysonschen Gleichung werden sich diese 4Ej, nur
verschieben und eventuell aufspalten. Ein Zustand
(kur) kann entartet sein und zerféllt in Zustande
zu bestimmten Symmetrietypen (irreduzible Darstel-
lungen). Durch die Stérung kann dann eine Auf-
spaltung dieser Zustdnde erfolgen. Bei Verwendung
des oben eingefiihrten Operators f, sind die An-
regungsenergien AEQ,, nicht besonders gut, denn
der Erwartungswert fiir die Energie eines 2-Loch-
1-Teilchenzustandes ergibt sich zu

AE = e~ ea— e, + (k| Wo—fol b) (€3)
Fur | V] @v) = (uk|V|uk) - (vk|V|vE).

Es wird daher besser sein, die Orbitalenergien des
ungestorten Systems so einzurichten, daB8 die 4E{,,
moglichst dicht an den exakten AE, liegen. Die er-
forderliche Verschiebung der Pole durch die Sto-

rung ist dann kleiner. Es wird daher der Operator

fo=1a+ 2 (k| Wo—fol k) | k) (k| (C4)

eingefiihrt. Die Eigenfunktionen von f, sind wieder die
modifizierten HF-Orbitale. Die Orbitalenergien sind
aber &, = ¢, fiir k besetzt und &, = ¢, + (k[ W, —fq!k)
fiir k unbesetzt. Die ungestorten Anregungsenergien
sind damit also 4E},, =&, —&,— &, + (k|Wy— fqlk).
Diese Werte liegen ziemlich nahe an den Erwartungs-
werten (C3), denn die Summe aus den Zweielek-
tronenintegralen in (C 3) kompensiert sich fast. Es
zeigte sich auch an den numerischen Ergebnissen,
daB f, besser als f, geeignet ist. Fiir alle numeri-
schen Rechnungen im Abschnitt D wird deshalb der
Operator f, verwendet. Im Massenoperator (B 10)
verschwindet auch mit f, der 2. Term. Der 1. Term
lautet (1 —90;) (k|W,—f,!1) und im 3. Term sind
die ¢ alle durch & zu ersetzen. Es wird im folgen-
den fiir & wieder ¢ geschrieben. Betrachtet man das
Eigenwertspektrum E(¢) der Matrix [ej 6, 4+ My(e)],
so geben die Schnittpunkte dieser E(¢)-Linien mit
der Geraden E = ¢ fiir ¢ <0 die Losungen von (B 8).
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Dies ist in Abb. 1 qualitativ fiir ein einfaches Eigen-
wertspektrum dargestellt. Die Losungen E; und Eg
in Abb. 1 gehéren zu 1-Lochzustinden und die an-
deren Losungen zu 2-Loch-1-Teilchenzustinden. Fiir

[
[ [ |
&, unbesetzt | |\ N
T IL\ ! I €
| | |
£ besetzt I I
£ Bl l | E, r
[ | & |
| & |
g besetzt | -
| EXE |,
| | |
' | |
e\We  Potz Polt
2 l von M
Pol 3

Abb. 1. Ein Beispiel fiir ein einfaches Eigenwertspektrum der
Matrix (e Ox1+Mzi(e)) .

die 1-Lochzustinde kann (B 8) ohne weiteres nach
dem obigen Iterationsverfahren gelost werden, wenn
man die ungestorten 4E) = —¢g, (» besetzt) als Aus-
gangsenergien verwendet. Diese AE, ergeben die
vertikalen Ionisationsenergien. Fir die 2-Loch-1-
Teilchenzustdnde muf} das Iterationsverfahren modi-
fiziert werden, denn bei &= ¢y, = — AEg,, hat der
Massenoperator Pole (Abb. 1). Die Losungen liegen
zum Teil ziemlich dicht an diesen Polen, so dafl auch
eine Iteration mit Ausgangswerten dicht bei diesen
Polen im allgemeinen nicht konvergiert. Es wird ein
bestimmter Pol ¢ = ¢, betrachtet. Mit

M) = = +8,(0),

S_Eku;’
wobei S;;(¢) bei €=¢,, keinen Pol mehr haben
soll, erhalt man eine zu (B 8) dquivalente Gleichung

Z {(e: 61+ Si(— AEp)) (— AE, — e,) + Tij) ch
i 2
= —e,cy (CO)

(C5)

mit
€n = AEn (AEn + Ekuv) >0

und

Shur \2 .
—AE"= %‘8}“‘,—- V(";ﬁ) +en &

Die zu jedem Pol gehorende Gleichung dieser Art
kann jetzt mit der Ausgangsenergie AEJ,, iterativ
gelost werden. Der 1. Schritt liefert die Gleichung

(C7)

;Tijc; = —enc;.
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Die T-Matrix hat genau soviele Eigenwerte ungleich
Null, wie die Aufspaltung des ungestérten Zustan-
des (kuv) betragt. Es zeigte sich, dal diese beiden
Losungsverfahren fiir die 1-Lochzustinde und die
2-Loch-1-Teilchenzusténde fiir die numerische Durch-
fiihrung recht gut geeignet sind. Jeder Zustand n
bringt nach der Normierung der c, mit (B9) zur
Dichtematrix den Beitrag R}; =¢,c;’. Fiir die prak-
tische Durchfithrung des Verfahrens ist die Ausnut-
zung der Symmetrie des Molekiils von Vorteil. Fiir
den Grundzustand mit abgeschlossenen Schalen sind
die Green-Funktion G(gq;,¢5,¢) und der Massen-
operator M(qy,qs,¢) totalsymmetrisch. Die M-Ma-
trix zerfallt also nach irreduziblen Darstellungen.
Die Ubergangsamplitude @, hat die gleiche Symme-
trie wie der Zustand ¥,(N—1) in (B 3), oder sie
verschwindet. Insbesondere mul @, =0 sein, wenn
¥, (N —1) kein Dublett ist und die raumliche Sym-
metrie nicht durch eine Einelektronenfunktion reali-
siert werden kann (z. B. 2~ bei einem zweiatomi-
gen Molekiil). Die Aufspaltung eines ungestérten
Zustandes (kuv) (Anzahl der Eigenwerte +0 der
T-Matrix) ist also durch die Anzahl der Dublett-
zustinde in (kuv) gegeben, deren raumliche Sym-
metrie von den modifizierten HF-Orbitalen darge-
stellt werden kann.

D. Die Anwendung des Verfahrens auf die
Grundzustande der Molekiile LiH und NH;

Fiir den ersten Test des Verfahrens wurde das
einfache Molekiil LiH gewahlt. Der AO-Basissatz
besteht aus den folgenden GauB-Lobe-Funktionen:
Die neun primitiven Gauf}-Funktionen vom s-Typ
fiir das Li-Atom nach WHITTEN !3 werden zu vier
s-Gruppen kontrahiert. Die Kontraktion ist bei der
kurz- und mittelreichweitigen Gruppe wie beim Li.
Von der langreichweitigen Gruppe des Li wird die
Komponente mit dem kleinsten Exponenten abge-
trennt.

Zusitzlich werden je zwei primitive Gauf}-Funk-
tionen vom p.,py,,p-Lyp (Exponent a=0,0777,
Lobe-Separation s=0,7171 und «=0,3428, s=
0,1350) am Li-Kern verwendet. Von der aus fiinf
primitiven Gauf}-Funktionen bestehenden s-Gruppe
fiir das H-Atom '* wird die Komponente mit dem
kleinsten Exponenten abgetrennt. Dies ergibt zwei
s-Gruppen am H-Kern (Skalenfaktor =1,0). Da-
zu kommt je eine primitive GauB-Funktion vom

PzsPy>P-Lyp (a=0.,0833, s=0,933) am H-Kern,
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sowie eine primitive Gaull-Funktion vom s-Typ auf
der Kernverbindungslinie (a = 0,6020, Abstand vom
Li=1,4158). Der Basissatz wird so grof} gewahlt,
damit geniigend viele MO’s bzw. NO’s zur Verfi-
gung stehen, um die Wirksamkeit der Auswahl der
NO’s nach den Besetzungszahlen bei der CI-Rech-
nung zu untersuchen. Die SCF-Rechnung mit diesen
16 Funktionen ergibt beim exp. Kernabstand von
3,015 a. u. fiir den Grundzustand 12" = (10)2(20)2
die SCF-Energie E= —7,9823 a.u. Zusitzlich zu
den beiden besetzten SCF-Orbitalen 1o und 20 er-
geben sich noch acht virtuelle 0-Orbitale und drei
7-Orbitale. Bei der Approximation der Green-Funk-
tion sind einige Vereinfachungen moglich. Die tief-
liegenden besetzten SCF-Orbitale weichen im allge-
meinen nur wenig von den NO’s mit Besetzungszah-
len nahe an eins ab. Die Verwendung dieser SCF-
Orbitale direkt als NO’s (mit Besetzungszahlen eins)
wird daher bei Energieberechnungen oft ausreichend
sein. Nur die besetzten SCF-Orbitale mit der jeweils
héchsten Orbitalenergie von jeder irreduziblen Dar-
stellung sollen zusammen mit den unbesetzten SCF-
Orbitalen durch NO’s ersetzt werden. Dies lafit sich
erreichen, indem der Massenoperator M;;(¢) nur im
Raum dieser Orbitale berechnet wird. Es werden
weiterhin nur Zustinde benutzt, die Locher in der
20-Schale haben. Es zeigte sich, da3 Zustinde mit
Léochern in der 1o-Schale nur verschwindend kleine
Beitrdge zur Dichtematrix liefern. Man erhilt so ins-
gesamt 13 Zustinde [(10)2n0=23" mit n=2,3,
...,10 und (16)2nm=2II mit n=1,2, 3]. In die-
sem einfachen Fall tritt also keine Aufspaltung der
ungestorten Zustdnde durch die Storung auf. Die
stérungstheoretisch berechneten NO’s (GR-NO’s)
werden zunidchst mit NO’s aus einer CI-Rechnung
unter Verwendung des gesamten Basissatzes vergli-
chen (CI-NO’s). In diesem einfachen Fall 1a8t sich
eine vollstindige CI-Rechnung leicht durchfiihren.
Das ,,Core“ ist bei allen CI-Rechnungen immer
(10)2, d. h. in allen Slater-Determinanten sind die
Funktionen 1oa und 10/ festgehalten.

Die CI-Rechnungen liefern also nur Korrelations-
energie fiir das (20)2-Elektronenpaar. Der Basissatz
wiirde auch nur extrem wenig Korrelationsenergie
fiir das (1o)2-Paar ergeben. Die Tab. 1 zeigt die
Besetzungszahlen der GR-NO’s und der CI-NO’s. In
Tab. 2 sind die Entwicklungskoeffizienten der MO’s,
GR-NO’s und der CI-NO’s fiir die Orbitale 20, 30, 40,
17, 271, 37 gegeniibergestellt. Die restlichen Orbitale
verhalten sich dhnlich. Die MO’s sind nach steigen-
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Tab. 1. Die Besetzungszahlen der NO’s aus der Green-Funk-
tion (GR-NO’s) und aus der CI-Wellenfunktion (CI-NO’s),
sowie die Orbitalenergien der MO’s fiir LiH.

NO Besetzungszahlen Orbital-
bzw. energien der
MO GR-NO CI-NO MO's in a.u.
1o 1,0 1,0 —2,4463
20 0,98248 0,974326 —0,3007
30 0,007761 0,018585 0,0149
4o 0,001779 0,002732 0,1343
50 0,0002246 0,0001547 0,2531
60 0,0000842 0,0000556 0,3669
To 0,0000050 0,0000011 0,7513
8o 0,0000033 0,0000004 0,9705
9o 0,0000005 0,0000002 1,5006
100 0,0000002 0,0000000 44,8217
1z 0,0014088 0,0020621 0,1106
27 0,0000516 0,0000101 0,2646
37 0,0000059 0,0000073 0,6581
Sk 1,99527 2,0

den Orbitalenergien geordnet. Man sieht, daf} die
GR-NO’s recht gut mit den CI-NO’s iibereinstimmen.
Die Ubereinstimmung ihrer Besetzungszahlen ist

R. ALBAT

CI-Rechnungen getestet. Das volle CI ergibt eine
maximale Korrelationsenergie (bezogen auf die be-
rechnete SCF-Energie) von Ey, = —0,02323 a.u.
Zunichst wird ein CI unter Verwendung von GR-
NO’s mit Besetzungszahlen grofer als 1075 durch-
gefiihrt. Dieser Valenzsatz A umfafit die NO’s 20,
30, 40, 50, 60, 171, 2. Zum Vergleich wird dann
eine Rechnung mit MO’s bei Benutzung der den
NO’s entsprechenden Orbitalen durchgefiihrt. Da-
nach werden die Orbitale 60 und 27 aus dem Valenz-
satz A fortgelassen. Dies gibt den Valenzsatz B mit
Besetzungszahlen bis 1074 Damit wird wieder je
ein CI mit GR-NO’s und den entsprechenden MO’s
durchgefiihrt. Die Tab. 3 zeigt die Ergebnisse. Man
sieht, dal die GR-NO’s sehr gute Konvergenzeigen-
schaften zeigen. Noch mit dem kleinen Valenzsatz B
erhilt man mit NO’s fast die gesamte Korrelations-
energie, wihrend die MO’s hier kaum noch Korre-

Tab. 3. CI-Rechnungen fiir LiH zum Test der GR-NO’s.

nicht so gut. Im wesentlichen wird aber gegeniiber CI Grund- Korre- 9, von
den Besetzungszahlen der CI-NO’s der richtige Ver- zustands-  lations- max.
. X o . energie energie Exor
lauf wiedergegeben. Insbesondere zeigt sich in bei- a.u. a.u.
den Fillen ein groBer Sprung in den Besetzungs-
zahlen von 17 nach 27. Die unbesetzten MO’s wei- %‘:ﬂ:;zgitz A —8,00621  —0,02323 100
chen von den NO’ erheblich ab. Die Energie des 26,30,40,50,60, 17,27
1-Lochzustandes (1o)220 gibt die erste vertikale mit GR-NO's ~ —8,00611  —0,02314 99,6
Tonisationsenergie an. Es ergibt sich dafiir 7,62 eV valenz?;?z%o § —17,90202 —0,00006 42,8
gegeniiber 8,18 eV aus der 20-Orbitalenergie nach 24,34, 46, 50,17
dem Koopmanschen Theorem (exp. Wert 6,51 0,5 mit 1(5{18:1‘30‘8 — ggggg? — 88(2)}322 El)gg
eV). Die Eigenschaften der GR-NO’s werden durch Al o e ’
Tab. 2. Die Entwicklungskoeffizienten dere MO’s, GR-NO’s und CI-NO’s 20, 30, 40, 17, 27, 37 fiir LiH.

AO 20 20 20 30 30 30 40 4o 40

MO GR-NO CI-NO MO GR-NO CI-NO MO GR-NO CI-NO
1S1; — 0,0063 — 0,0064 —0,0066 —0,0037 —0,0068 — 0,0060 0,0078 0,0098 0,0094 1
2813 —0,1263 —0,1253 —0,1267 —0,1306 —0,1028 — 0,0946 0,0958 0,2452 0,2277 |
3S1i 0,2978 0,3172 0,3353 — 0,2368 0,4988 0,5984 — 0,9428 —0,7026 — 0,7573
4814 0,0611 0,0706 0,0895 0,9882 0,2123 0,2345 1,6587 0,2691 0,2856
1714 0,1629 0,1725 0,1743 — 0,5270 0,2799 0,3087 0,9931 —0,3667 — 0,4087 '
2714 0,0761 0,0753 0,0714 —0,0135 0,1162 0,0969 0,0126 —0,1074 — 0,1217
1Sy 0,4654 0,4683 0,4697 —0,0920 —1,1244 —1,0654 —0,0275 —0,0356 — 0,0629
28 0,2485 0,2201 0,1947 0,0010 0,3456 0,1848 — 0,9773 1,1007 1,1791
1Zg 0,0364 0,0436 0,0456 —0,1213 —0,0132 0,0030 0,1909 0,2816 0,2595
SLig 0,0241 0,0256 0,0255 —0,0438 —0,0201 — 0,0238 0,0192 —0,7477 — 0,7287
AO 1n in in 27 2% 2 3n 3n 3

MO GR-NO CI-NO MO GR-NO CI-NO MO GR-NO CI-NO
1X13, 1Y 1,0071 —0,0007 —0,0358 — 0,9421 0,8843 0,7304 — 0,7401 1,2913 1,3837 ]
2X714,2Y14 0,0464 0,1908 0,2091 0,0310 0,5410 0,6569 1,1807 —1,0335 — 0,9601
1Xg, 1Yy — 0,0476 0,9269 0,9443 1,3898 — 10,9242 — 0,8579 0,1149 —0,4835 —0,5651
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lationsenergie liefern. Die NO’s sind aber nur fiir
den Grundzustand geeignet, fiir den sie berechnet
wurden. Beim Valenzsatz A ergibt sich mit MO’s fiir
die Anregungsenergie zum ersten angeregten 13-
Zustand (X— A exp. Anregungsenergie To= 3,28
eV) 3,43 eV, mit NO’s erhilt man dagegen den
vollig falschen Wert von 6,9 eV.

Das Molekiil NH; wird als komplizierteres Bei-
spiel zum Test des Verfahrens gewahlt. Es wird ein
Basissatz aus 20 Atomfunktionen verwendet. Er be-
steht aus 10 primitiven Gaufl-Funktionen vom s-Typ
und 5 primitiven Funktionen vom p-Typ fiir das
N-Atom nach WHITTEN!3. Die Kontraktion der
Funktionen ist wie beim N-Atom. Nur von der mit-
tel- und langreichweitigen s-Gruppe ist jeweils eine
Komponente mit dem kleinsten Exponenten abge-
trennt, und von der p-Gruppe sind zwei Komponen-
ten mit den kleinsten Exponenten abgetrennt. Fiir
die H-Kerne werden die gleichen zwei s-Gruppen
wie beim LiH verwendet. Der Skalenfaktor ist hier
aber 7=172,0. Dieser Basissatz ist so groB, da8
die Verwendung aller sich ergebenden MO’s in der
CI-Rechnung nicht mehr maglich ist. Das Verfahren
zur Berechnung der NO’s konnte hier also von prak-
tischem Wert sein. Die SCF-Rechnung liefert fiir den
1A, = (1a,)%(2a,)*(1e)*(3a,)>Grundzustand bei der
Geometrie Ry_;=1,008 A und Winkel HNH=
107,3° die SCF-Energie E = — 56,1711 a. u. (exakte
SCF-Energie — 56,223 a. u., exakte Grundzustands-
energie — 56,5818 a.u.). Zur Approximation der
Green-Funktion werden Zustinde mit Léchern in
der 1a;-Schale nicht beriicksichtigt. Aulerdem wer-

Tab. 4. Die Besetzungszahlen der GR-NO’s und die
Orbitalenergien der MO’s fiir NH; .

NO bzw. Besetzungszahlen  Orbitalenergien

MO der GR-NO‘s der MO‘s in a.u.
1la; 1,0 —15,5371
2ay 1,0 — 1,1522
3ay 0,9824 — 0,4162
4a; 0,01033 0,2774
bay 0,005935 0,7035
6ay 0,000942 1,3515
Tay 0,000204 1,4761
8a; 0,000121 3,8153
9a; — 12,2134

10a; — 311,2061
le 0,9845 — 0,6296
2e 0,009734 0,3782
3e 0,001470 0,6662
4e 0,000247 1,5294
be 0,000028 3,9865
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den noch einige Zustinde mit Teilchen in Orbitalen
mit sehr hohen Orbitalenergien fortgelassen. Diese
Zustande bestimmen im wesentlichen nur die NO’s
mit den kleinsten Besetzungszahlen, die in der CI-
Rechnung sowieso nicht beriicksichtigt werden. Es
treten hier Aufspaltungen der ungestorten Zustinde
durch die Storung auf, z.B. enthélt der Zustand
(1e)2(3a;)2 2e die Dubletts 2A;, 3 x2E und 2A,,
davon liefern die A;- und E-Zustinde Ubergangs-
amplituden ungleich Null. Die Tab. 4 zeigt die Be-
setzungszahlen der NO’s und die Orbitalenergien
der MO’s. Fiir die Orbitale 9a, und 10a, sind keine
Besetzungszahlen angegeben, denn die entsprechen-
den Zustinde wurden nicht beriicksichtigt. Die Be-
setzungszahlen von la, und 2a, sind nach der Ap-
proximation von My; (&) automatisch eins (wie beim
LiH). Es werden CI-Rechnungen [Core= (1a,)2]
mit dem Valenzsatz A bestehend aus den Orbitalen
2ay, 3a,, 4a,, 5a;, 6a,, le, 2¢, 3e und dem Valenz-
satz B, in dem die Orbitale 6a; und 3e fortgelassen
sind, jeweils mit NO’s und MO’s durchgefiihrt. Da-
bei sind nur Slater-Determinanten mit Einfach- und
Zweifachanregungen gegeniiber der Grundkonfigu-
ration beriicksichtigt. Dies ist zulédssig, da bekannt-
lich Zweifachanregungen den weitaus groften Teil
der Korrelationsenergie liefern. Die Ergebnisse zeigt
die Tabelle 5. Man sieht, daf} die Konvergenzeigen-

Tab. 5. CI-Rechnungen fiir NHy zum Test der GR-NO’s.

CI Grund- Korre-
zustands- lations-
energie energie
a.u. a.u.

Valenzsatz A

2a1,3a1,4a1,5a1,6a1, 1€, 2e, e

mit NO‘s — 56,29185 — 0,1207
mit MO‘s — 56,24572 — 0,0746
Valenzsatz B
2a1,3a1,4a1,5a1, le,2e
mit NO‘s — 56,27327 — 0,1022
mit MO‘s — 56,20874 — 0,0376

schaften der NO’s wesentlich besser als die der MO’s
sind. Durch den Valenzsatz A ergibt sich hier wahr-
scheinlich nicht in gleichem MaBle wie beim LiH die
gesamte mogliche Korrelationsenergie, denn die Be-
setzungszahlen fallen beim LiH schneller ab. Fiir
die Geometrie und die Inversionsbarriere E;,, erhilt
man die folgenden Werte: Die SCF-Rechnung ergibt
Ry_g=0,993 A, Winkel HNH =y =116,3° mit der
Energie £ = —56,17498 a.u. und E;,,=0,00053
a.u. Die CI-Rechnung mit GR-NO’s und dem Va-
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lenzsatz A liefert Ry_y=1,011 4, y=114,8° mit
E = —-56,29492 a.u. und E;;y =0,00146 a.u. (exp.
Werte sind Ry_g=1,0116 A, y=106,7°, E;p,=
0,0092 a.u.). Es ergibt sich also eine wesentlich zu
kleine Pyramidenhohe und eine zu kleine Inversions-
barriere. Dies ist nach den Ergebnissen von CLE-
MENTI 1% 16 verstindlich. Dort wird gezeigt, dall dies
durch eine unzureichende SCF-Approximation bei
Verwendung nur von s- und p-Funktionen verur-
sacht wird. Das 3a;-Orbital kann beim nicht ebenen
NH; nur durch zusétzliche Anteile von d-Funktionen
um den N-Kern gut approximiert werden. Bei CLE-
MENTI ¢ wird ein groBer Basissatz aus 56 cart. GauB-
Gruppen vom s-, p- und d-Typ fiir eine SCF-Rech-
nung verwendet. Es ergibt sich dort Ry_g=1,00 &,
y=107,2° mit E= —56,22192 a.u. und Ej,=
0.00809 a.u. Man findet in dieser Arbeit auch eine
Zusammenstellung aller bisherigen Arbeiten iiber
das NH; . Fiir die erste und zweite Ionisationsener-
gie liefert die Green-Funktion-Methode bei Ry_q=
1,008 A und y =107,3° die Werte I, = 9,25 eV und
I,=15,87 eV. Aus den Orbitalenergien erhilt man
I;,=11,30 €V und 1I,=17,13 eV. Die exp. Werte
sind /; =10,15 eV und I, =15,3 eV. Der Wert fiir
I, ergibt sich also nicht sehr gut. Es zeigt sich aber,
dal} dies auch an der unzureichenden Approximation
des 3a;-Orbitals liegt. Verwendet man eine einkom-
ponentige d-Funktion am N-Kern (a=0,674, s=
0,2), so erhélt man aus der Green-Funktion I, =
9,78 eV und I, = 15,78 eV und aus den Orbitalener-
gien I; =11,50 eV und I,=17,04 eV. Der Wert I,
aus der Green-Funktion ist jetzt also wesentlich bes-
ser. Bei dem um die d-Gruppe erweiterten Basissatz
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zeigt sich der Vorteil bei Benutzung von NO’s noch
deutlicher. Es ergibt sich bei Ry_g=1,008 A, y=
107,3° fiir die SCF-Rechnung E = — 56,19059 a. u.
und mit dem Valenzsatz A fiir die CI-Rechnung mit
GR-NO’s E= —56,32063 a.u., mit MO’s dagegen
nur £ = —56,26094 a. u.

E. Diskussion

An den beiden Beispielen LiH und NH; zeigt sich,
daf} die Green-Funktion-Methode natiirliche Orbitale
zu berechnen gestattet, die bei CI-Rechnungen von
Nutzen sein konnen. Aulerdem erhilt man aus der
Green-Funktion recht brauchbare Ionisationsener-
gien. Man sollte annehmen, daB} die Erweiterung
der Methode auf offene Schalen und angeregte Zu-
stande dhnlich gute NO’s fiir diese Zustande zu be-
rechnen erlaubt. Zur numerischen Durchfithrung der
Methode wire noch zu sagen, dafl nach den bisheri-
gen Erfahrungen die erforderliche Rechenzeit zur
Berechnung der NO’s kleiner ist als die zu einer
vollstdndigen CI-Rechnung mit MO’s erforderlichen
Zeit, abgesehen davon, daf} aus rechentechnischen
Griinden eine vollstindige CI-Rechnung oft tiber-
haupt nicht méglich ist.
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